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Sunto Viene fornita una dimostrazione elementare di una disuguaglianza di Harnack 
per le soluzioni positive di un'equazione di tipo Kolmogorov and Fokker-Planck con i 
coefficienti delle derivate seconde costanti. È stata utilizzata una tecnica che si basa 
su un argomento variazionale e che migliora i risultati noti in letteratura per il fatto 
che permette di trovare la costante ottimale. 


Abstract We consider the second order partial differential equation 


mo N 
Lu= >» Gi,jPr; 0; U + bp» dij T:0x; - qu= 0, (€, t) e R x R, 
i,jg=1 ixj=l 
where 0 < mo < N, a;;, bi; are real constant coefficients and a;; = a;; for î,j = 
1,...,mo. We assume that the operator L satisfies the Hòrmander's hypoellipticity 
condition and that is homogeneous with respect to some dilation graup on RN+1, 
Our main result is a Harnack inequality for the positive solutions to Lu = 0. We 
recall that Harnack type inequalities for this kind of equation have already been proved 
by other authors by using some mean value formulas. Here we adopt a simple geometric 
method that relies on the following gradient estimate for the positive solution of Lu = 0 
on the domain RN x]0,T[: 
N 
-Yu+ Q,= = ai du + Q, > Rd 
By adding 2(ADu,W) + u(AW,W) to both side of the previous inequality (W is 
any vector field in RN) we get —Vu + fu + 2(ADu, W) + u(AW,W) > 0. Now we 
connect two points (21,t1), (72, t2) € RNx]0, T[, by a curve y: [t,t] > R such that 


= DIO Se = Lilje1 dijNi0x;. We choose W = a and we get 


d Q tali a 
Ra Ea& = & i 
punt 29) + Mz; Pura in [t, to] 


Dividing by u(7) and integrating in the variable t we finally find 


2 
u(c2,t2) > (3) u(x1,t1) exp cit fus 1500) (s), 40 (s ))ds |, 


2 


for any (x1,t1), (12,t2) € R"x]0,T[. Moreover, we show that the minimum of the 
above functional is attained by the solution of the Euler-Lagrange equation and that 
ta 
min fs) 40 (s))ds = (C71(t2— ti)(c2— E(ta— t1)21), (c2- El: t)21)) 
i 

where C and E are matrices suitably related to the operator L. We emphasize that the 
above inequality is sharp since the exponent appearing in the Harnack constant is the 
same one of the fundamental solution of L. 
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1 Introduzione 


Presenterò un recente risultato ottenuto in collaborazione con A. Pascucci [15]. 
Consideriamo la seguente equazione differenziale 


L= div(AD)+(x,BD)-d, 2=(r,t)eRNxR, (1.1) 


dove D e div indicano, rispettivamente, il gradiente e la divergenza in RN. Supponiamo che 
A= (a;;) e B= (b;;) siano matrici N x N a coefficienti costanti e reali: 


0 B, 0 -.. 0 

de 0 0 B.-... 0 
a=(0 h) e B=|i ii. (1.2) 

0 0 0... B, 

00 0... 0 


Ao è una matrice mo x mo simmetrica e strettamente positiva, mentre By è una matrice di 
dimensione mx-1 Xx my e rango mk, k = 1,2,...,r con 


r 
My > my >... mr > 1 e Yme= N. 
k=0 


Ricordiamo che l’equazione (1.1) compare nella teoria dei processi stocastici e cinetici (si 
vedano, ad esempio, le classiche monografie [4], [7] e [5]) ed in finanza (cfr. [2]). 

Prima di enunciare il nostro risultato è opportuno ricordare alcuni fatti noti riguardo alla 
condizione (1.2). Nelle Proposizioni 2.1 e 2.2 di [13] è stato dimostrato che la condizione (1.2) 
è sufficiente affinché L soddisfi la classica condizione di Hòrmander [10]: 


rank Lie (9x1, ---, drm Y) (2,1) = N+1,  W(2,t) RN”, (1.3) 


dove Lie(4x,, sa ‘60ergo Y) indica l’algebra di Lie generata dagli operatori differenziali del 
primo ordine 0x1... 0zmp € Y = (x, BD) — è, che è la parte del primo ordine dell’operatore 
L. Di conseguenza, L è un operatore ipoellittico. | 

Inoltre, (1.2) implica che L è omogeneo rispetto alle dilatazioni di R! definite da 


dida A baia A ih 450 (1.4) 
dove Im, è la matrice identità mx x my; in altri termini abbiamo 
L(u(dxx, A°t)) = A?(Lu)(dxc,A2t) (1.5) 


per ogni funzione u sufficientemente regolare, (x,t) € RN+! e ) > 0. Ricordiamo che (1.2) 
è anche una condizione necessaria: infatti, ogni operatore omogeneo ed ipoellittco L della 
forma (1.1) verifica necessariamente la condizione (1.2) per una opportuna base di RN+! (si 
veda [13]). 

Tenendo conto dell’espressione (1.4) delle dilatazioni d), è comodo indicare le componenti 
di x € RN mediante le notazioni 


(20 20 ...,£0), (1.6) 
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dove rl) € R"% per k = 0,...,r. Inoltre il numero naturale 
Q=mo+3m +-+ (21 +1)mr, 


sarà chiamato dimensione omogenea di RN rispetto a d\. 


Una disuguaglianza di Harnack per (1.1) è stata provata da Kupcov [12], successivamente 
da [8] e da Lanconelli e me [13], per mezzo di formule di media: 


u(r2,t2) > culzi, ti) (1.7) 


per (21,11), (12,t2) € RN+! con t1 < #2 e per una costante positiva c = c(r1,t1,2;t2). In 
questo seminario mostrerò una prova elementare della disuguaglianza di Harnack, basata su 
un metodo variazionale introdotto da Li e Yau in [14]. La disuguaglianza migliora quelle 
note per il fatto che troveremo la costante c(x1,t1,:r2,t2) ottimale (si veda il Corollario 
1.2). La prova si basa sulla stima seguente, che verrà provata nella Proposizione 4.1: se 
u: RN x]0, 7[+ R, è una funzione positiva, soluzione dell’equazione Lu = 0, allora 

-Yu+ 2, > SSA, (1.8) 
La disuguaglianza di Harnack segue direttamente da (1.8). Infatti, indichiamo con W = 
W(x,t) un qualunque campo vettoriale su R; se aggiungiamo 2(ADu, W) + u(AW,W) ad 
entrambi i membri di (1.8), otteniamo 


-Yu+ du +2(ADu,W)+u(AW,W)> 0. (1.9) 
Scegliamo ora W in maniera opportuna. Fissati z; = (2;,t;) € RNxJ0, TL i = 13, 
con t1 < to, chiameremo cammino L-ammissibile una qualunque curva integrale dei campi 
Orizionuy Àxmo* —Y che connetta z; a 22. Più precisamente, definiamo 


mo 
Arna = {re Citta RNA) | 4=Y did YO); 16) = 2 i= 12} (1.10) 


i=l 


la famiglia dei cammini L-ammissibili. Osserviamo esplicitamente che A,,,z, è non vuoto a 
causa della condizione di Hirmander e del Teorema di Chow [6]. Se ora Y € A.,,:, è fissato, 
scegliamo il vettore W nella formula (1.9) come segue: 


W= 34550 


(qui abbiamo usato la notazione (1.6)) ed otteniamo 


d Li id: ; s 
Lun) + Zum) + lm) 745349, 40) 20, in ftista) 


Dividendo per u(7) ed integrando rispetto alla variabile # nell'intervallo [t1, t2]), otteniamo 
infine la prima affermazione del seguente 
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Teorema 1.1 [Disuguaglianza di Harnack] Sia u una soluzione positiva dell’equazione 
Lu=0 in RN x]o, T|[. Let r1,r2 E RN e siano 0<t1<t2<T. Allora 


2 
u(c»t)> (2) senior (-zaf0M), (1) 


dove 
ta 


2 = f(AF AO LEA (1.12) 
ù 
e l’estremo inferiore in (1.11) viene preso rispetto all'insieme di tutti i cammini L-ammissibili 


che connettono (x1,t1) ad (x2,t2). Inoltre esiste un’unico cammino polinomiale LEA 
che realizza il minimo di ©. 


Z1,22 


Il metodo sopra descritto è piuttosto generale ed è stato utilizzato in dversi problemi: 
equazioni paraboliche sulle varietà (Li e Yau [14]), equazione dei mezzi porosi e p-laplaciano 
(Auchmuty e Bao [1]), somme di quadrati di campi vettoriali (Cao e Yau [3]). Le difficoltà 
nuove che si incontrano nello studio degli operatori (1.1) sono dovute al fatto che il funzionale 
® è fortemente degenere, dal momento che agisce solamente sulle prime mo componenti di 
Y. Questo aspetto del problema è evidentemente legato al fatto che l’operatore differenziale 
in (1.1) è anch'esso fortemente degenere. D'altra parte la condizione di Hérmander assicura 
che ® gode delle usuali proprietà di compattezza e di coercività sull’insieme dei cammini 
L-ammissibili. 

La seconda affermazione del Teorema verrà provata nel secondo paragrafo. Per semplicità 
di esposizione, prenderemo in considerazione solamente il caso degenere corrispondente ad 
un’algebra di Lie di step due, studiato da Garofalo e Lanconelli in [8], ossia 


_ {Ao 0 _ {0 Bi 
rimandiamo a [15] per la prova completa. 


Sebbene l’esponente che compare in (1.11) sia espresso in maniera implicita, nei casi più 
interessanti può essere scritto esplicitamente. Ad esempio, in [1] si mostra che 


5 MI. 
u(ro, t2) > (2) u(T1,t1) exp (-Grrtt) ’ 

per ogni soluzione positiva dell'equazione del calore. Otteniamo quindi una versione otti- 
male della disuguaglianza di Harnack parabolica provata per la prima volta da Pini [16] ed 
Hadamard [9]. 

Nel paragrafo 3, estenderemo la disuguaglianza sopra scritta al caso dell'algebra di Lie di 
step due, considerato da Garofalo e Lanconelli in [8], ma il risultato vale anche per il caso di 
step 3, considerata da Sonin [18]: 


Ao 00 0 Bi 0 
A4=|0 00 e B=|{0 0 Bi], 
0 00 0 0 0 


(si veda [15])). 
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Corollario 1.2 Sia u una soluzione positiva di Lu = 0, dove L è come indicato in (1.1)-(1.2) 
con r = 1,2. Allora risulta 


dove C e E sono definite nell’equazione (1.15) seguente. 


O 


u(c1,t1) exp (petto — t1)(c2 — E(to- t1)z1), (ro — E(t2— n)21))) 
(1.13) 


Sottolineo il fatto che la disuguaglianza (1.13) è ottimale, considerando il fatto che la soluzione 
fondamentale dell'operatore L in (1.1) (per qualunque r) è 


ls 
D(22,21) = exp (10 1(t2— t1)(c2 — E(t2- t1)c1), (12 — E(t2 — 1)2))) ; 
(ta — t1)? 
(1.14) 
se to > t1, (22,21) = 0 se to < t1. In (1.14), abbiamo indicato 
t 
n= oofa è = J E(s) AE (s)ds, (1.15) 
0 


BT è la matrice trasposta di B e t € R. Inoltre co = (Ar) T (det C(1))7?. Si noti che la 
condizione di Hérmander assicura che C(t) > 0 per ogni t > 0 (cfr. Proposizione A.1 in [13], 
si veda anche [11]). 


2 Prova del Teorema 1.1 


Lo scopo di questo capitolo è quello di completare la prova del Teorema 1.1 mostrando che 
il funzionale ® in (1.12) ha un unico punto di minimo che risulta essere un cammino L- 
ammissibile polinomiale. A tal fine, caratterizziamo i punti di minimo di ® come punti 
critici: poniamo 


ta 
d3(7,n) = J (4734 (8), 7 ()ds, (2.1) 
ti 


e diciamo che y è un punto critico di ® in .A,,,:, Se 
d®(Y,n) =0 perogni n7€ Aoo (2.2) 


Affermiamo che: y è un minimo di ® in A;,,2, se, e solo se, y è un punto critico di D. 

La parte “sufficiente” dell’affermazione è standard, mentre la parte “necessaria” è con- 
seguenza del fatto che ® è quadratico. Infatti, sia y un punto critico di ® in Az;,22- Allora, 
per ogni 7 € A.,,2,, si ha 


0(7) = D(7) + 240(1,7-N+9(1-9) 2 209), 


in quanto (Y — 7) € Ao e D(Y- 7) 2 0. Questo prova l'affermazione. 
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Come affermato nell’introduzione, proveremo il Teorema 1.1 ed il Corollario 1.2 solamente 
per gli operatori corrispondenti ad un gruppo di Lie di step 2. Per semplicità, nel seguito 
supporremo che Ao = Bi = Im (quindi RN = R” x R”). Inoltre, utilizzando l’invarianza 
rispetto alle traslazioni, possiamo semplificare ulteriormente le notazioni. Ricordiamo infatti 
che, se definiamo 


(2,t) o (E&,7)=(É+E(7)z,t+7), (2,4), (£,7) e RNH, 


allora si ha che l’operatore L in (1.1) è invariante rispetto alle traslazioni a sinistra la 
C € RN+! nel senso che risulta 


L(uol)=(Lu)ole. 


Pertanto è sufficiente porre z = 27! * zz e dimostrare il Teorema 1.1 solamente per zj1 = 0 e 
22 = 2. Ricordiamo che l’espressione di z è esattamente 2 = (x,t) = (r2-E(to-t1)c1;t2t1). 
Per provare il Teorema, forniremo dapprima una caratterizzazione dei punti critici di ® 
in termini differenziali, quindi mostreremo che l’equazione di Eulero-Lagrange ha un’unica 
soluzione polinomiale, che risulta essere quindi il minimo di ®. Osserviamo che, in questo 
modo, mostriamo direttamente che il minimo del funzionale ® è un cammino regolare. 


Osserviamo innanzitutto ogni cammino L-ammissibile y verifica la condizione 4) = 
-709, di conseguenza Y è punto critico del funzionale ® se, e solo se, 


t t i 4 
am f iO f FAME | (N (0, 


per ogni n € C$°(]0,t[, RN). Questo prova che Y è un polinomio di grado minore o uguale a 
3. 


Resta ora da mostrare che le precedenti condizioni individuano un unico cammino poli- 
nomiale y che connetta l'origine di RV+! con 2 = (x,t). A tal fine consideriamo il secondo 
gruppo di coordinate di y: 


10 (8) = Voti s € [0,t], 
j=0 
per opportuni vettori costanti a; € R”. Imponiamo quindi la condizione y € Ao,:: essendo 
y un cammino L-ammissibile, avremo 
20(0)=0, 1%0)=-(0)=o, 
quindi ap = a; = 0. Di conseguenza Y()(s) = s?g(s), con q funzione lineare: 
g(s)=B0+B1(s-t), s E [0,t]. 
Evidentemente i coefficienti di g sono determinati dalla condizione y(t) = x: 
2) = YO (1) = 1280, 20 = 40 =-200- 1A, 


che chiaramente ammette un’unica soluzione. Questo conclude la prova del Teorema 1.1 nel 
caso particolare considerato. 
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3. Prova del Corollario 1.2 


Proveremo ora il Corollario 1.2 calcolando esplicitamente il minimo di ®. Come nella prova 
del Teorema, ci limiteremo a considerare il caso in cui Ag = B;, = Im e prenderemo in 
considerazione il punto 2 = gol * zo, in modo da ricondurre il problema al caso 2; = 0. Un 
candidato naturale ad essere il cammino y minimizzante sembra essere il cammino 


m(s) = C(8)C(1)2, 


in quanto è un cammino polinomiale che connette l'origine con il punto x, ed è un punto 
critico di ®. Purtroppo tale cammino non è L-ammissibile, tuttavia costruiremo il cammino 
Y minimizzante come perturbazione di n. Definiamo infatti 


As) = ( fot +400d0, ff 010) + a(0))d0d51,3) sel, (3.1) 


dove abbiamo posto 
d si (0) 
P(s) = 5 (CC Ma), 


mentre q è una funzione polinomiale da determinare. Osserviamo preliminarmente che risulta 


Le SÌ 
J J p(0)dods, = tr + 20) (3.2) 


Al fine di provare la (3.2), useremo la seguente notazione non-standard: se M è una data 
matrice n x m ed 1 < î < j < n, indicheremo con [M];; la matrice (j — î +1) x m che 
si ottiene da M cancellandone le righe dalla prima alla (î — 1)-esima e dalla (j + 1)-esima 
all'ultima. Dalla definizione (1.15) segue che 


p(s) = sf (EOImE (Opndot a = [ET ()]i,mC-1(t)2, 


e che 
SIE (5)]1,m = [E(8)ImE (8)]m41,N- 


Dalle due precedenti identità segue 
t t 
J sp(s)ds = ni SIET (8)]1,mds CT1(0)£ = [C(M)]m+,nC*()2,= 208, 
0 0 
e, di conseguenza, la (3.2). 


A questo punto possiamo determinare g imponendo che Y € .Ao,:. Innanzitutto Y è L- 
ammissibile per costruzione, inoltre y(0) = 0, quindi è sufficiente chiedere che 7(t) = x. 


Essendo ovviamente i 
f p(0)ds=20, 
0 


la condizione g‘9) = x00) è equivalente alla seguente 


/ g(s)ds = 0. 
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La condizione (3.2) combinata con la richiesta che risulti g‘) = 7(1) porta invece alla 


i 
} (t— s)g(s)ds = — (250) + t200). 
Di) 
Un conto diretto mostra che deve essere 
6 
g(s) = ( 


25-14), (0 1 
Ora che conosciamo il cammino minimizzante, possiamo verificare, con un ultimo calcolo 
diretto, che risulta effettivamente 


ti DA 
0) = J, Ir(0) + g(0)Pdo = J [P(0)Pdo = (C-1(1)2,2). 


Questo conclude la prova del Corollario. 


4 Stime del gradiente 


In questo paragrafo mostriamo che le soluzioni positive dell’equazione Lu = 0 soddisfano alla 
stima del gradiente (1.8). A causa del fatto che l’operatore L è degenere, non sembra possibile 
ottenere la stima derivando entrambi i membri dell'equazione differenziale Lu = 0, come in 
[14]. Adottiamo un approccio differente, basato sul fatto che disponiamo dell’espressione 
esplicita della soluzione fondamentale di L. Osserviamo preliminarmente che I° soddisfa la 
seguente equazione 


Q,_ (ADI, DI) 
YT+ 57 = îi (4.1) 


in RV x]0, +o0[. Non riportiamo la prova della (4.1), che si basa su un calcolo diretto. 


Proposizione 4.1 Sia u una soluzione positiva di Lu = 0 nella striscia R“x]J0o,T, T>0. 
Aliora u soddisfa la stima del gradiente (1.8), ossia: 
sa Q, % (ADu, Du) 
2t u 
in RN x]0, T{. 


DimostRAZIONE. Utilizziamo la formula di rappresentazione per le soluzioni positive di 
Lu=0 (cfr. [17]): 


u(£,t) = fre, to)u(y,to)dy, (2,1) E R"xJto, TI. (4.2) 
RN 
Allora, per la (4.1), si ha 


-Yu+ da = f a Y, to) + Ir, Y to) u(Y, to)dy 


RN 
= f (ce Y to), DI(., Y to)) 
Li, Y to) 


) sito 
RN 
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(per la disuguaglianza di Holder, essendo u positiva) 


si 
> (A J DI, ysto)t(y, to)d, y DI (-,y, to)tu(y, t0)dy) | J Ps) 
RN RN 


RN 


e questo conclude la prova. O 


Osservazione 4.2 Il precedente risultato si estende direttamente alle sopra-soluzioni pos- 
itive, ossia alle funzioni positive che verificano Lu < 0. Basta infatti osservare che u si 
rappresenta come 


t 
u(x,t) = f Fiesta tod = ff TEIL YI 


RN to RN 


e procedere come sopra. 
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